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Resumen

En este trabajo se presenta un esquema que justifica e interpreta geométricamente
las formulas fundamentales que permiten relacionar los angulos de Euler, con la
matriz de rotacion y el cuaternion para describir la rotacion de un cuerpo en el
espacio tridimensional (3D).

Esta revision de formulas logra un nivel de simplicidad y detalle que posibilita
una eficiente implementacion computacional a nivel de software o de hardware

programable.

La fundamentacion se realiza adoptando los denominados angulos de Euler para
la secuencia aeroespacial. Con similar razonamiento se la puede desarrollar para
otras secuencias de interés.

Las expresiones son de aplicacion en sistemas de posicionamiento y control
automatico que utilizan mediciones continuas desde dispositivos tales como
girdscopos, acelerometros y magnetometros 3D.

Palabras clave: Angulos de Euler, secuencia aeroespacial, cuaternion.

1 UNSAM, Escuala Superior Técnica - IUE
2 UBA - Facultad de Ingenieria
3 ECyT UNSAM

Ciencia y Tecnologia, 14, 2014, pp. 11-28 ISSN 1850-0870 1



E. Serrano, R. 0. Sime y G. La Mura ~ Rotaciones, secuencia aeroespacial y cuaterniones Una revision de las relaciones...

Abstract

In this paper we propose a methodology for prove and make a geometric
interpretation of the main formulas to relate the Euler’s angles with the rotation
matrix and the corresponding quaternion, to describe the rotation movement of a
body in space of three dimensions (3D).

This review of the formulas includes the simplicity and detail levels to allow efficient
computational design to implementation via software or programmable hardware.

Development is done by adopting the so-called Euler angles for the acrospace
sequence. With similar reasoning it can be prove the corresponding relationships
to other sequences of interest.

The expressions are applicable to positioning systems and automatic
control which use continuous measurements from devices such as gyroscopes,
accelerometers and magnetometers 3D.

Key words: Euler’s angles, aerospace sequence, quaternion.
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l. Introduccion

La estimacion de la posicion de un objeto rigido que se mueve en el espacio
tridimensional constituye un problema frecuente y de fundamental importancia de
la ingenieria y la tecnologia en general. Por ejemplo aeronaves, vehiculos terrestres,
antenas y sistemas de posicionamiento incluyendo brazos de robot.

Esta estimacion en general se hace a partir de datos medidos por distintos dispositivos
que permiten sensar la posicion y el movimiento del cuerpo (Systron, 2011).

Dichos datos, obtenidos desde girdscopos, acelerometros y magnetometros 3D
(Kemp et al., 1998; Madgwick, 2010) se deben traducir en una precisa descripcion
de la rotacion espacial del cuerpo durante su desplazamiento (Sabatini, 2005;
Waldron & Schmiedeler, 2008).

Esta descripcion normalmente se realiza mediante la informacion temporal
expresada en términos de los angulos de Euler, mediante cuaterniones o matrices
de rotacion (Chou,1992; Eberly, 2010; Marins et al., 2009; Kirtley, 2001).

Si bien las formulas que relacionan estos elementos son clésicas, su justificacion
e interpretacion geométrica no es evidente lo cual dificulta su implementacion.

Particularmente se dificulta el disefio de algoritmos para la implementacion
computacional, combinandola con técnicas matematicas de filtrado y procesamiento
de los datos en tiempo real (Marins et al., 2009; Sabatini, 2006).

Esto motiva el presente trabajo que apunta a sintetizar, justificar e interpretar
geométricamente las relaciones entre los angulos de Euler, la matriz de rotacion y
el cuaternion asociado a cada rotacion.

Los presentes desarrollos se basan en la bibliografia existente, parte de la cual
se detalla en las referencias.

El trabajo esta organizado comenzando, en la siguiente seccion, por analizar
la rotacion relativa de un vector alrededor de otro y justificando la denominada
formula de Rodrigues.

En la proxima seccion se definen los cuaterniones en forma matricial y se
detallan varias propiedades aritméticas de interés.

A continuacion se establecen las relaciones entre cuaterniones y rotaciones,
para culminar en la quinta seccion justificando las relaciones entre los angulos de
Euler, la matriz de rotacion y el cuaternion de cada rotacion.
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Il. Rotacion de un vector - formula de Rodrigues

Se plantea en R’ el giro de un vector # # 0 alrededor de un versor v, en un angulo dy

en sentido positivo.
En la Fig. 1a se representan los vectores u# y v que generan un plano sombreado 7, que

contiene al punto @ y tiene a ¢, como versor normal; se supone que el producto
vectorial v Au # 0, siendo @ € (0,7) el angulo entre ' y v .
El espacio de referencia es x,x,x, con origen (0,0,0) y versores candnicos:
e, =(1,0,0), e, =(0,1,0) y &, =(0,0,1)
Considérese ahora otro sistema con origen en a =(a,,a,,a;) y Versores candnicos:
C,C Y GG=V
Dado el orden ciclico del producto vectorial:
CAC, =V, C,AV=C Y VAC =6, (1)

Estando # en el plano generado por ¢, y v, se lo puede expresar como:
u =sen(p)|u|c, + cos(p)|u |v 2)

u, U,

Por otra parte, siendo v A =|u |sen(gp) ¢, , se tiene que:

(F AT AV = |1 [sen(p) &, AV =i |sen(p) & = i, 3)

Asi, reemplazando (3) en (2) y teniendo en cuenta que u -v =|u |cos(@), resulta:

U=VAU)AV+u-vv 4)
—_— —
u u

1 3
Para facilitar la interpretacion geométrica, en la Fig. 1b se muestra una representacion
local alrededor de @ .

V=g

X3

X
1 (a) (b)
Fig. 1 (a) posicion relativa de las ternas, (b) representacion local alrededor de a .

El vector que se busca es i, que surge de rotar u alrededor de v un angulo € en

sentido positivo; como puede observarse:
Urot = ﬁrot” +ity (5)

siendo| i, | =1 |-
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La componente #; no cambia pues el giro es alrededor de v, entonces:

Z’Trot;z- = cos(0) |u, | ¢ +sen(0)|u, |c, (6)
u, VAU,

yaque, por (1), |u, | ¢, =|u, | VAC =V Al

Reemplazando (6) en (5) resulta:
ot = c0s(0) u, +sen(0) v Au, +u,

con lo cual, expresando i,,u, segun (4) queda:

ot = €08(0) (VAU) AV +sen(0) VA[(VAU)AV]+U -V V (7
Por ultimo, como(V Au)AV=vV-Vu—-u-vv=u—u-vv,de(7) se obtiene:

Ut =cos(@) [ —u-vv]+sen(@) VAlu—u-vv]+u-vv (8)
yyaque VA[I —U-VV]=VAU—U-VVAV=VAW,pues v AV =0, resulta:

Upor = cos(0) u + sen(0) v At + [l—cos(@)] u-v v ©)

que es la denominada férmula de Rodrigues (Olinde Rodrigues, 1795-1851, matematico
francés).

Interesa representar esta Ultima expresion en forma matricial, para ello puede observarse
que siendo v =(v,,v,,v,) y u = (u,,u,,u,), su producto vectorial v Au , resulta:

VAU =(Vyu, — VU, v,u, — VU, VU, =V, U,)

Si se denota (#) la matriz correspondiente al vector , queda:

0 —=v; v\(uy

Gam)=| v, 0 —v||lu (10)
v, v 0 )Jlu
|-

Por otra parte, dado que:

vl Vl vl VZ vl v3
“\/=\T' 2
PIE) =] v, |0 v w)={vy, v vy, (1)
V% vl v3 vZ v3 v32
resulta:
UV UV, + U, v, u,
(ﬁ-ﬁﬁ) = upyy, + 1, vy +uvvs | =| v, (v1 v, VS) u, (12)
2
Uy + UV, v+, v, v, @\
N — ——
) ()

Con (10) y (12), siendo I € R** la matriz identidad, la formula (9) puede expresarse:
(01 ) = cos(0) I (@)+ sen(8) (w)(ir)+ [1-cos(®)] (7)) ()
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resultando:

(#tr1) = [cos(0) I + sen(0) (w)+ [1—cos(0)] (v)(¥)' 1(i7) = Ry (it) (13)
Ry

que es la formula de Rodrigues en forma matricial, donde R, es la matriz de rotacion.

Por ultimo, desarrollando la expresion de R, se obtiene:

I 00 0 —-v, vl2 VY, WV,
R,=cos(@)|0 1 O|+sen(@)| v, 0 —v |[+[1-cos(®)]|vv, v v
2
0 01 -v, v 0 VY, Vv,V

es decir:
[1-cos(9)] vl2 +cos(d) [1—cos(8)]v, v, — sen(@) v, [1-cos(8)]v, v, +sen(d)v,

Rg =| [1—cos(@)]v,v, + sen(@)v,  [1—cos(@)]vs +cos(d) [1—cos(B)]v, v, —sen(@)v, | (14)
[I-cos(8)]v, v, — sen(8)v, [1—-cos(d)]v,v;+sen(@)v, [1— cos(n9)]v32 +cos(6)

dondev’ +v; +v; =1 pues v es un versor. La traza de Ry es tr(Ry) =1+ 2cos(0).

l1l. Cuaterniones

Definido en forma matricial, un cuaterniong se representa mediante:

a -b d -c
b a —-c—-d
1= —-d ¢ a—b=
c d b a
1000 0-100 00 0 —1 0010 (15)
0100 1000 00-10 000-1
““ootol " ooo=1" 010 0| <100 0
0001 0010 100 0 0100
I i J k

dondea,b,c,d € R, los elementos /,i,j yk también son cuaterniones y forman la base
BQ del espacio de cuaterniones, siendo ¢ combinacion lineal de los elementos de BQ.

En forma equivalente se puede denotar:
q=al+bi+cj+dk=(a,b,c,d) (16)

Se definen:

Conjugado de ¢g: g*=(a,—b,—c,—d)=2al—q (17)

Normade g: |q|=Va’>+b* +c* +d’ (18)
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Es claro que (¢*)* = ¢ ; por otra parte, matricialmente: g*=¢" y |q|= ¥det(q) .
Siendo 7 = (1,0,0,0), i = (0,1,0,0), j = (0,0,,0), k = (0.0,0,1): |1|=1]i|=|j|=|k|=1.

Por simple calculo matricial se pueden verificar las siguientes propiedades:
P1) Propiedad ciclica del producto entrei, j,k: ij=k, jk=i, ki=j.
Cumpliéndose también que ji=—k ,kj=—i, ik=—].
g 2
P2) i’ = j* = k*=—1,ademas: i jk =—1 pues ijk=i(jk)=1"
ijk=@G)k=k

P3)Si ¢ =(a,b,c,d) y ¢'=(da',b',c',d") son cuaterniones:

La suma es asociativa y conmutativa: g+¢q'=(a+a',b+b,c+c',d+d"Y=q' +q.

El producto es asociativo pero no conmutativo, puede obtenerse por producto matricial,
siendo: g q' = (a,b,c,d) (a',b',c',d") = (a",b",c",d"), con a"=ad —bb' —cc'—dd’,
b"=a'b+ab' +cd -dc', "=ca' +ac'-bd'+b'd yd"=da' +ad +bc'-b'c.

En particular, siendo ¢ *el conjugado de ¢, qq* =(a*+b* +c*+d*,0,0,0)=|q [ I;
de donde, la norma de ¢ puede expresarse como |g|=+/| ¢ ¢*| .Observandose también
que: [ [*=ii*=j*=kk*=1.

El producto de un cuaternion por un escalar kes: kq = k(a,b,c,d) = (ka,kb,kc,kd),
de donde: |kg|=|k]||q]|; aqui | k| es el valor absolutode kR .

P4) Si g=(a,b,c,d) y ¢ =(d',b',c',d") son cuaterniones: (qq')*=¢ *q¢* , mientras
que [ pgl=|pllgl.

P5) Siendo el cuatreniéon ¢ # (0,0,0,0), el cuaternién ¢~' tal que gg~' =1 es el inverso
multiplicativo de ¢ ; en forma matricial es la matriz inversa de g . Se verifica que:
%
g1 (19)
g1
puesqq '=qq*/|q = (@ +b*+c*+d*,0,0,0)/(a’ +b* +c* +d*) =(1,0,0,0) = ] .

1

En particular: (¢¢')"' =¢' "¢, donde ¢' y ¢'"' son los inversos multiplicativos de los

cuaterniones ¢ y ¢’ respectivamente.

También se cumple que: (¢ ) '=q y |¢'|=1/|q] .

P6) Todo cuaterniong = (a,b,c,d) con |g|#0 tiene asociado un cuaternioén unitario g,
tal que su norma | g |=1. La expresion correspondiente es:

g=-L (20)
lq]
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que por lo visto en “P3)” tiene |g|=1.
Los elementos de BQ = {/,i, j,k} son cuaterniones unitarios.

En particular, aplicando (19), el inverso multiplicativo de un cuaternion unitario q es:

§'=q*/1ql =q*=q" @
pues |g|=1.

P7) Un cuaternién g admite las siguientes representaciones:

q=(a,b,c,dy=al+bi+cj+dk=a+ v (22)
—_—— 1 — —_——
puntoeR*  formato matricial (b,e,d)eR®

Utilizando el ultimo formato, el producto de ¢, =a, +V, por g, =a,+Vv, se puede
calcular usando la formula (Eberly, 2010; Rodriguez Padilla, tesis digital):
GG, =Gy =V Vy+a, V +a; v, +V AV, (23)

a v
donde “-” representa producto escalar y “A” producto vectorial entre v,v, € R*;
trabajando en forma matricial la verificacion de (23) es inmediata.

P8) Dado el versor v =(v,,v,,v,) yel angulo A, el cuaternion:
g = cos(4)+sen(A)v = (cos(4),sen(A) v, ,sen(4)v,,sen(4)v;) (24)

es unitario pues |V '=v} +v; +v; =1 y |7 |= \/cos2(/1)+sen2(/1)(v12 +v;+vi) =1.

Reciprocamente, todo cuaternion unitario ¢ puede expresarse segun (24). Para ello,
dado el cuaternion g =a+v =(a,b,c,d) # (a,0,0,0), aplicando (20), tiene asociado el

cuaternién unitario g=q/|q|= a|;|\7 = ﬁ + %% = ﬁ +%17, donde definiendo el

cos(A) =& 4

lo 1 e(0,7) tal i e btiene la forma (24)
angulo A € (0,7) tal que: _ 5 5 5 seobtiene la forma (24).
Sen(l):M_ b”+c +d

‘q|_\/a2+b2+cz+d2
Cuandog=a+0=(a,0,0,0) con a#0, Gg=a/|a|+ 0 =cos(kr)+sen(k)0 donde
corresponden: k=0y A=0sia>0, k=1y A=7x si a<0.

P9) Partiendo de (24) donde v € R’es un versor, un cuaternién unitario también puede
expresarse mediante (Eberly, 2010):

q =cos(A)+sen(A)v = Exp(Av) (25)
que es la generalizacion de la identidad de Euler.

Es posible definir el logaritmo natural de un cuaternién unitario como:

In(§) = In(Exp(A¥))= A (26)
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y también la potencia de un cuaternioén unitario como:

g" = (cos(1)+sen(2)v)" = Exp(nAv) = cos(ni)+sen(ni)v 27
En cambio, dado que el producto de cuaterniones es no conmutativo, no es posible
aplicar las identidades tipicas de las funciones logaritmo y exponencial. Es decir:

In(pg) puede resultar distinto de In(p)+ In(g)
y
Exp(p + q) puede resultar distinto de Exp(p) Exp(q)
IV. Relacidén entre cuaterniones y rotaciones

La rotacion de un vector # € R’ alrededor de un eje orientado por v en un angulo 6,
puede representarse mediante un cuaternion unitario g = cos(8/2)+sen(8/2)v .

Considérese la mencionada formula (9) de Rodrigues para el vector rotado, que se repite
aqui para facilitar la lectura:

ot = cos(0) u + sen(0) v Au + [1—cos(B)] u-v v 9)
y el formato (23) del producto de cuaterniones, que también se reitera:
GGy =0 =V "+ @V +a V) +V AV, (23)
a v

Dado que al vector & = (u,,u,,u;) e R’ le corresponde el cuaternionu = (0,u,,u,,u,),
aplicando (23) para calcular el producto ug*, donde ¢*=cos(8/2)—sen(6/2)v,
resulta:
ug*=sen(@/2)u-v+cos(d/2)u —sen(@/2) u nv (28)
a r
Si ahora se pre-multiplica esta Gltima por g, usando también (23), se obtiene:

qug*=cos(@/2)sen(8/2) it -v—cos(@/2)sen(8/2) it -v—sen*(0/2) v- it AV +
[ —
-0 -0
0eR

+sen’(8/2) v v+cos(@/2) ¥ +sen(0/2)v AT
k

Es decir:
qug*=0+kconk =sen*(8/2) i -v v +cos(8/2) 7 +sen(6/2)v A F (29)
Reemplazando la expresion de 7 seglin (28), resulta:
sen(0)v Au
k =sen’(6/2)u-v v+cos’(6/2) u—sen(6/2)cos(6/2) it Av+sen(8/2)cos(8/2) v At —
—sen’(8/2) v A(iL AV)

es decir, k =sen*(0/2) -V v+cos*(0/2) t —sen*(0/2) v A (it AV)+sen(0)V AlL.
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Reemplazando ahora (V AU)AV =V -VUu —-u-vv=u—u-v v, queda:
k =sen’*(0/2) i -v v+cos*(0/2) w —sen*(0/2) [t —it -V v]+sen(0) v Al =
= 2sen’(6/2) i -v v+ [cos’(8/2)—sen*(0/2)] i+ sen(6) v Al
Por tltimo, dado que 2sen*(6/2) = 1—cos(8) ycos*(6/2)—sen*(8/2) = cos[d], resulta:
k = [1—cos(8)] -V v+cos[@] i +sen(0) vV Al (30)
que coincide con la expresion de u,,, segin (9).

Asi queda demostrado que dado i € R’, si se definen los cuaterniones u=0+u y
q =cos(8/2)+sen(8/2)v, el producto:

qug*=0+k con k =ity (1)

dondeu,

ot €8 €l vector resultante de rotar # un angulo € alrededor de v en sentido

positivo. Adoptando para g el angulo 8/2 €[0,7], se tendra € €[0,2 x].

Puesto en forma matricial segun (13):
(k)= (rot) = Ro (@) (32)
dondetr(R,) =1+ 2cos(f), ver texto asociado a (14).

Denotando g = cos(6/2)+sen(8/2)v = (a,b,c,d) con a’+b*>+c’>+d’=1, por ser un

cuaternion unitario, al desarrollar el producto de cuaterniones de (31) y reconocer & se
obtiene:

a’+b - -d’ 2(bc—ad) 2(ac+bd)
(k)=| 2(bc+ad) @’ -b'+c’-d*  2-ab+cd) |(i) (33)
2(-ac+bd) 2(ab+cd) a-b - +d’
lo cual permite, comparando con (32) relacionar el cuaterniongcon la matriz de
rotacion, obteniéndose:

a+b - -d’ 2(bc—ad) 2(ac+bd)
Ry=| 2(bc+ad) @ -b+c—d*  2(-ab+cd) (34)
2(-ac+bd) 2(ab+cd) a-b - +d’
Esta tltima, teniendo en cuenta que a’ +5b” + ¢’ + d*> =1 puede escribirse en la forma:
2a° +2b° -1 2(bc—ad) 2(ac+bd)
Ry =| 2(bc+ad) 2a°+2c*-1 2(-ab+cd) (35)
2(-ac+bd) 2(ab+ecd) 2a*+2d*—1
que comparada con lo indicado por Madgwick (Madgwick, 2010) en su expresion (6)
resulta ;R = R) = R,", pues R, = “R.
De (34) se obtiene que #(Ry) =3a’—b*—c*—d’ =44’ -1, donde a =cos(8/2); por
lo cual se cumple que #(R,) =1+2cos(6).
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Por otra parte, segin (24) y texto relacionado, para 4 =6/2 dado que el cuaterniéon de
interés es g =cos(6/2)+sen(8/2)v = (a,b,c,d), corresponde:
arccos(a) con 10 € (0,7) si g #(1,0,0,0)
0= 0 si g =(1,0,0,0) (36)
T si ¢ =(-1,0,0,0)

con lo cual, conociendo a, queda identificado univocamente el angulo 6.

=

Asi, dado ¢ se pueden obtener 6 y R,. Ademés con (32) se calcula (i, )= R, (&) o

también ()= R," (&) con R,'=R}.

V. Secuencia aeroespacial - angulos de Euler
La secuencia aeroespacial contempla el movimiento de rotacion en el espacio segln tres
ejes, los dos primeros giros se representan en la Fig. 2.

Y

z

Posicion de referencia 1° giro: alrededor de z=2  2° giro: alrededor de =7

Fig. 2 Secuencia aeroespacial, los dos primeros giros.

El 1° giro, angulo =« en sentido positivo alrededor del eje z=2Z (eje de yaw
o guifiada), tiene asociado el cuaternion g, =(cos(e/2), 0,0,sen(c/2)) respecto del
sistema xyz de referencia.

El 2° giro, angulo €= £ en sentido positivo alrededor del eje =7 (eje de
pitch o cabeceo), tiene asociado el cuaternion g, = (cos(f5/2), 0, sen(f3/2),0) respecto
del sistema xyZ de referencia (el avion levanta la nariz girando sobre el eje de sus alas,
ver Fig. 2).

El 3° giro, angulo ¢ =y en sentido positivo alrededor del eje X =x" (eje roll o
balanceo o alabeo), tiene asociado el cuaternion g, = (cos(y/2), sen(y/2),0,0) respecto
del sistema XyZ de referencia (el avion gira sobre su eje “cola — nariz”).

En la Fig. 3 se muestra el sentido positivo de
los tres giros mencionados, donde a, 8y ¥
son los denominados angulos de Euler para la
secuencia aeroespacial.

>0 : pitch

A continuacién se identificard el cuaternion
asociado a cada giro y, mediante la expresion b

(34), la matriz de rotacion correspondiente. Fig. 3 Secuencia acroespacial.
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Para lograrlo se deben tener en cuenta las relaciones basicas
que surgen de un analisis bidimensional, ver Fig. 4, donde se
considera una rotacién  en sentido antihorario del sistema
de puntos (x;,x) respecto de (x,,x,).

Siendo r la distancia del punto P al origen comun y

aplicando las férmulas de transformacion de coordenadas ) ) R
polares se obtiene: Fig. 4 Rotacién en R".
/

X
x2
1

. X, cos(w) —sen(w) ) ( x| .
de donde, en forma matricial, resulta = , | obien:
X, sen(w) cos(w) )\ x,

(x:'] _ ( cos(w) sen(a))J (xl] 37)
X, —sen(w) cos(w) )\ x,

Retomando ahora los mencionados angulos de Euler para la secuencia aeroespacial y
suponiendo que se parte de un sistema original xyz, se consideraran los tres giros de

x| X,
rcos(p + w) = rcos(¢)cos(w) — rsen(p)sen(w)

rsen(¢ + w) = rsen(g)cos(w) + rcos(@)sen(w)
N N

!
X, X

yvaw (v =a), pitch (0= ) yroll (¢ =y ), en ese orden y en sentido positivo.

1° giro: En la Fig. 5 se muestra la rotacion ¢ alrededor del
eje z, angulo medido en sentido antihorario de x respecto
de x en el plano xy.

Dado que z =z, teniendo en cuenta (37) para relacionar las
restantes variables, resulta:

x cos(ax) sen(a) 0)(x
V| =| —sen(a) cos(@) 0|y Fig. 5 Eje de giro z =2
z 0 0 1)z

q,

Por lo expuesto en la seccion anterior, g, = (cos(a/2),0,0,sen(e/2)) es el cuaternion
asociado a este giro y por (34) su correspondiente matriz de rotacion es:
cos(a) —sen(ar) 0

R, =|sen(a) cos(a) 0

0 0 1
por lo tanto, observando ¢, resulta:
X X
=Ry (38)
z zZ
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— . .y . * s .
donde R, es la matriz de rotacion asociada a g, , el cuaternion conjugado de g, .

2° giro: Rotacion positiva alrededor de y, con angulo S
de Z respecto de Z, ver Fig. 6. Siendo y =7, la expresion
(37) establece la relacion entre las otras variables, resulta:

X cos(f) 0 —sen(p))( x

yli=| 0 1 0 y

Z sen(f) 0 cos(pf) )\ z
p Fig. 6 Eje de giro y=5y
2

En este caso el cuaternion asociado es g, = (cos(f/2),0,sen(f/2),0), para el cual
aplicando (34) corresponde la matriz de rotacion:

cos(f) 0 sen(p)
Rp = 0 1 0
—sen(f) 0 cos(f)

de donde, comparando con ¢, se obtiene:

=<

(39

N> S

. _ . ., . *
Siendo R /;1 la matriz de rotacion asociada a g, .

Por ultimo, el 3° giro es en sentido positivo en un angulo y alrededor de X, la terna
cambia de XyZ ala definitiva x'y'z". En este caso, dado que x' =X, se tiene:

x' 1 0 0 X
y'|=|0 cos(y) sen(y) ||y
z' 0 —sen(y) cos(y) )\ Z
q;
concuaternion g, = (cos(y/2), sen(y/2),0,0) y matriz de rotacion:
1 0 0

R, =| 0 cos(y) —sen(y)
0 sen(y) cos(y)

Entonces, comparando con ¢, resulta:

(40)

N, R
1]
=
XL
Nyl =

. — . .y . *
siendo R7,1 la matriz de rotacion asociada a g, .
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Dadas (38), (39) y (40), la composicion de los tres giros tiene asociada la matriz de
rotacion M tal que:

x X X X

Y|=R'7|=R'RF | J|=R'RGRS | y (41)
’ ~ A —

z z z M z

Se verifica que esta matriz M =R,'Rg Ry = (R, RgR,)"es la matriz de rotacion

asociada al cuaternion que se obtiene como producto de los cuaterniones conjugados
correspondientes a cada giro parcial. Es decir, M es la matriz de rotacion de:

g =gg8 =(288) (42)

Operando en forma matricial se obtiene:
CyCp SaCp -Sp
M=|-5,C,+CySp S, CoCy+8,85S, CgSs, (43)
CoSpCy+8,8, S485C,-C,S, CpC,
donde C,, =cos(w) y S, =sen(w).
Siendo Ry de (35) la matriz de rotacion de g = (a,b,c,d), para el cuaternion conjugado
g*=(a,~b,—c,~d) corresponde Rp' =M .
Entonces:
2a° +2b* -1 2(bc+ad) 2(-ac+bd) M11 M12 M13

R} =| 2(bc—ad) 2d>+2¢°—1 2(ab+ecd) | =|M21 M22 M23| (44)
2(ac+bd) 2(-ab+cd) 2a°+2d°—1| (M31 M32 M33

Por simple inspeccion, de (43) y (44) resultan: M
<1> -2ac+2bd = MI13 = —sen(f)
<2> 2ab+2cd = M23 = cos(f)sen(y)
<3> 2a°+2d*-1 = M33 = cos(f)cos(y) (45)
<4> 2bc+2ad = MI12 = sen(a)cos(f)
<5> 2a*+2b*—1 = M1l = cos(a)cos(f)

Siendo g = g, g, g, =(a,b,c,d), desarrollando el producto se obtienen:

cos(a/2)cos(f/2)cos(y/2) + sen(ar/2)sen(S/2)sen(y/2)
—sen(a/2)sen(f/2)cos(y/2) + cos(a/2)cos(f/2)sen(y/2)
cos(a/2)sen(f/2)cos(y/2)+ sen(a/2)cos(f/2)sen(y/2)
sen(a/2)cos(f/2)cos(y/2)— cos(a/2)sen(f/2)sen(y/2)

(46)

QU o S 9
Il
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Desde las relaciones numeradas <1> a <5> en (45), suponiendo denominadores no

nulos, se tiene:
<1>: M13=-sen(ff) = f =arcsen(—M13) 47

con lo cual no queda univocamente definido S salvo que se imponga, por ejemplo,

B el-%.5]. Por otra parte:

atan2(M23,M33) si fe(-Z.7)

<> _ M?23 _ sen(y)cos(f3) _ ’ (48)
3> M33  cos(y)cos(f) atan2(~-M23,- M33) si B¢ (-Z,Z
’ 272
; _T T

<4> _MI12 sen(ar) cos(f) o= atan2(M12,M11) s f &( 2’ 2) (49)
<> M1 cos(a)cos(f) atan2(—M12,— M11) si B¢ (-Z,Z
’ 272

donde, por definicion, atan2(y,x)= tan"'(y/x) si x#0 , atan2(y,0)= z/2 si y>0,
atan2(y,0)= —7z/2 si y<0.
Para aquellas aplicaciones donde se cumple que —7z/2< f<x/2, los tres angulos
queden univocamente determinados, resultando:
Yaw (w=a) : a=atan2(M12,M11)
Pitch (0= p) : p=arcsen(—-M13) con fe(-x/2,7/2) (50)
Roll (p=y) : y=atan2(M23,M33)

similares a las formulas de conversion de MicroStrain Inc. (MicroStrain, 2003).

Desde (44) y teniendo en cuenta que a” +b° +¢* +d* =1, surge quetr(Ry') =tr(M), es
decir:

4a’> —1=M11+M22+M33
por lo tanto:

la| =1+ M11+M22+M33/2

pero, por otra parte, los cuaterniones (a,b,c,d) y (—a,—b,—c,—d) generan la misma
matriz M . En consecuencia, partiendo de M no es posible determinar el signo de a .

Asi, si se adopta por ejemplo a > 0, por simple comparacion de las dos matrices que
figuran en (44) surgen las siguientes expresiones que permiten obtener el cuaternion a
partir de la matriz M .

a = I+ MI1+M22+M33/2

b = (M23-M32)/(4a)

c = (M31-M13)/(4a)

d = (M12-M21)/(4a)
Expresiones que son equivalentes a la primera forma de céalculo (if max =testl) de
MicroStrain Inc. (MicroStrain, 2003).

(5D
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VI. Comentarios Finales

Se ha realizado una exposicion detallada, que incluye interpretaciones
geométricas y justificaciones de las relaciones fundamentales entre angulos de
Euler, matriz de rotacion y cuaternion correspondiente a la rotacion de un cuerpo
en el espacio 3D.

Es de particular interés la interpretacion y uso de las relaciones mencionadas
pues, en combinacion con algoritmos de filtrado y procesamiento digital de sefiales
en tiempo real, se utilizan en el disefio de sistemas automaticos de posicionamiento,
seguimiento y control para diferentes aplicaciones tecnologicas.

Sibien se adoptaron los angulos de Euler para la denominada secuencia aeroespacial,
con similar razonamiento se pueden obtener las relaciones correspondientes a otras
secuencias tipicas, seglin las necesidades de cada aplicacion.

Reconocimientos: El presente trabajo se ha realizado con aporte parcial del
proyecto PIDDEF 26/12.
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