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Resumen

El uso de reglas de reescritura para el estudio de lenguajes fue introducido por
Axel Thue' y posteriormente profundizado por Avram Noam Chomsky? que cre6
el concepto de gramatica generativa y establecio las cuatro jerarquias conocidas
como Jerarquias de Chomsky en base a su capacidad de generacion de lenguajes.
El problema que planteamos aqui es el de demostrar que el modelo de gramatica
finita solo puede representar una cantidad muy reducida de lenguajes
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Abstract

The use of rewritten rules in the study of languages was used for the first time
by Axel Thue and then formalized by Noam Chomsky who introduced the concept
of generative grammars. He defined also the 4 hierarchies known as Chomsky
Hierarchies based on the power to generate languages. The problem we will study
here is to answer the question if with finite models defined over a given alphabet it
is possible to represent all the possible languages that exist on this alphabet
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1. Axel Thue, Matematico noruego nacido en 1863 vy fallecido en 1922.
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nacido en Filadelfia, EEUU en 1928
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1. Introduccion

1.1. Definiciones previas

94

Se definira como alfabeto a un conjunto finito de simbolos £={o1, 62...0n}
Se definird como cadena a una n-tupla ordenada de simbolos pertenecientes
a un alfabeto y se lo designara por medio de letras mintisculas griegas. Si por
ejemplo £={a, b, 1, 4}, 8=ab4a sera una cadena definida sobre ¢l alfabeto
hX

Se definira la operacion concatenacion de dos cadena a, B a una nueva cadena
v que se forma agregando a continuacion de los simbolos de a los simbolos de
B. Si a=cd5r y p=r5a entonces sera y= cd5Srr5a. Se empleara la notacion de la
potenciacion para representar la operacion de multiplicar una cadena n veces
por si misma. Asi a®*=aaaaa

Se definira como longitud de una cadena a cantidad de simbolos por la que esta
compuesta. La longitud de la cadena § del ejemplo del parrafo anterior serd 4
y se la denotara |A|=4

Se definira como X" al conjunto de cadenas @ tal que @ €X"<|p|=n. El conjunto
X0 contendra un solo elemento que sera la cadena A que no contiene ningin
simbolo y por definicion sera |4|=0.

El conjunto de todas las cadenas se definira como X*=UZ" para n=0 y
I+=UX" paran=1

Funciones sobre cadenas. Sean los conjuntos Ay B y sea f: A—B. Sea a
una cadena de simbolos pertenecientes a A. La funcion f:A*->B* se definira
recursivamente de la siguiente manera para X € Ay a€A*

_(f() silal=0
fxa)= { FOOf(Q) si |a|>0}

Dado el conjunto arbitrario A se definira el conjunto 24 al conjunto de todos los
conjuntos que se pueden formar con los elementos de A incluyendo al conjunto
vacio @.

Dado el alfabeto X se dird que el subconjunto LE2* es un lenguaje definido
sobre X. La cardinalidad de X* denotada |£*|=X es decir que el conjunto es
equipotente al de los naturales. Por el teorema de Cantor la cardinalidad de 2*
serd X es decir la cardinalidad del continuo.
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1.2. Interpretacién intuitiva

Dado que la cardinalidad del conjunto de lenguajes definidos sobre el alfabeto
X es N, es decir la cardinalidad del continuo, ningin conjunto de modelos
enumerable podra contemplar la totalidad de los lenguajes posibles sobre X ya
que si asi lo fuera ambos conjuntos serian equipotentes por lo que existiria una
funcion biyectiva h entre ambos. Esta funcion biyectiva mapearia el conjunto de
los naturales en los reales lo que es una contradiccion. Por lo tanto hay muchos
mas lenguajes que modelos enumerables. El objetivo del presente trabajo es
demostrar formalmente esto para una clase general de gramaticas.

2. Definicion de gramatica

Se definird una gramatica como G=(X, N,P,S) en donde

® X esun conjunto finito de simbolos terminales o, k=1,...,n

* Nes un conjunto de simbolos no terminales 7, j=1,...m

® P esuna relacion llamada de producciones y definida de la siguiente manera:
PS(ZUN)'N(ZUN)*X(ZUN)*. Notese que la parte de la izquierda de la
relacion debe contener obligatoriamente al menos un simbolo no terminal en
tanto que la parte derecha puede ser la palabra vacia y. Si a€ (RUN)*N(ZUN)*
y BE (ZUN)* y a, BEP esto se denotara agﬁ que se puede expresar
enunciando que en la gramatica G la subcadena a puede ser reemplazada por
la cadena B. Cuando no pueda haber confusion se puede omitir la referencia
a la gramatica ( @— ). En lenguaje corriente la formalizacion anterior podria
expresarse diciendo que una produccidn es una regla de reescritura que permite
reemplazar una cadena formada por simbolos terminales y no terminales pero
que al menos contiene un no terminal por una cadena formada por simbolos
terminales y no terminales (que puede ser la palabra vacia 7).

® SEN es el simbolo inicial.

3. Comportamiento de la Gramatica

Se dird que dadas dos cadenas o,B€(ZUN)* B es derivable de a y que se
denotara a—fsi y solo si

e a=y{w donde y, wE(ZUN)*y {E(ZUN)*'N(ZUN)*y
* B=ynwy
* (—>NEN
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G . L. ..
Esto se denota a=. La referencia a la gramatica puede omitirse cuando ello

no pueda generar una confusion.

Se definira la relacion a=p si y solo si existen Yo ¥y -V, tal que

Y paraj=1,.n.

Se dird que a=p si existe un m finito tal que agB

Ahora se esta en condiciones de definir el lenguaje generado por una gramatica.

Dada la gramatica

G=(X,N,P,S)
el lenguaje L, generado por G se definird como el conjunto de cadenas « tal

que

a€L_siysolosiS=>ay ack:
Esta definicion puede expresarse diciendo que

El lenguaje generado por una gramdtica estd constituido por todas las cade-

nas de simbolos terminales que se derivan del simbolo inicial.

Como en los casos anteriores se puede obviar la mencién de la gramatica

cuando esto no pueda traer indefiniciones.

96

Resulta conveniente hacer dos observaciones:

Primero que la definiciéon no garantiza que exista al menos una cadena
perteneciente al lenguaje es decir que L=0 y segundo

Que siempre de acuerdo con la definicion de la palabra nula pertenecera al
lenguaje y que esta podria ser su tinico elemento, es decir L={A}. Para evitar
esta posibilidad habria que modificar la definicion anterior de lenguaje generado
por G de la siguiente manera a€L_ si y solo si SSay acxt.

Resulta conveniente ilustrar las definiciones con un ejemplo. Sea la gramatica
G= (%, N,P,S) donde

Y= {a, b}

N={Q}

P={(Q,aQa),(Q,b)}, 0 en el otro formato P={Q—aQa,Q— b}

S=Q

Esta gramatica genera todas las cadenas del tipo ab a™ para n>0
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4. Gramaticas isomorfas

Sean las gramatica G=(X, N,P,S) y los conjuntos T y U equipotentes con X
y P respectivamente y las funciones biyectivas h:X2«<>T y g:P<>U. Si se define la
funcion biyectiva :XUT—NUU

_ (x€X:h(x)
fx)= {x € N:g(x)}

Cuya funcion inversa es (dado que h y g son biyectivas)
rn_ [XET: h'l(x)}
fi= {x e U:g'(x)

Se puede crear una nueva gramatica H=(T, U,Q,R)=(f(T),f(U),f(Q),f(R))

Por razones de simplificacion se denotara H=f(G)

Hay una funcioén, que sera definida como canoénica, que jugara un especial rol
en las demostraciones que siguen. Sea la gramatica G=(X, N,P,S) en donde =
{0, 0, .0, } yN={n, n,..n } lafuncion candnica sera

c(ap)=j
c(n)=n+k

Y la funcion inversa sera par x€ (3UN)
. o.si0<i<n
co={, "> }
n,_, sin<i<n+m)
De esta manera los simbolos terminales y no terminales son reemplazados
por numeros naturales lo que facilitara la aplicacion de métodos similares a los
empleados en la demostracion del teorema de Goedel.

Sean la gramatica G=(X, N,P,S) dos cadenas o,B€(ZUN)* tal que a— [ luego
se verificara por definicion lo siguiente:

* a=y{w donde y, wE(ZUN)*y {E(ZUN)'N(ZUN)*y
* B=ynwy
e (—neN

Por lo tanto se verificara que c(a)—c(f) dado que:
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* c(@)=c(¥)c(§c(w) donde c(y),(w)Ec((RUN)) y c({)EC((ZUN) N(EUN)")

y
* c(B)=c(¥)c(mc(w)y
* c(§)—c(mec(N)

Dado que c es una funcion biyectiva se puede demostrar entonces que x€L_ si
y solo si c(x)€c(L,).
Se definira la gramatica c(L_) como la forma canénica de la gramatica G

En otras palabras los simbolos terminales y no terminales fueros reemplazados
por numeros enteros mediante la funcion c y las cadenas generadas por esta nueva
gramatica (que seran cadenas de naturales) restituyen la cadena de G mediante la
aplicacion de c™*. La cardinalidad de L,y LC(G) es la misma.

5. Teorema de Schroder-Bernstein-Cantor

Un teorema fundamental para la teoria de los nimeros transfinitos de Cantor
es el demostrado por Schroder, Bernstein y Cantor que establece que dados dos
conjuntos A y B y dos funciones sobreyectivas f:A—B y g:B— A entonces existe
una funcioén biyectiva h:A«<>B. El teorema resulta bastante evidente para conjuntos
finitos pero no lo es asi para conjuntos no finitos.

No se incluird aqui la demostracion de este teorema pero para una mejor
comprension se presentara un ejemplo. Se desea demostrar que existe una
funcion biyectiva h:[0,1]«<>[0,1) — entre el intervalo cerrado 0< x <1 y el intervalo
semiabierto 0< x <l. Es facil construir las funciones sobreyectivas f y g de la
siguiente manera:

f(x)=x/2: [0,1]—[0,1) y g(x)=x: [0,1)— [0,1]

La construccion de la funcion biyectiva se hara en forma iterativa. Si se elige
la funcion f(x) =x se ve que no satisface las condiciones requeridas para ser una
funcion ya que f(1)=1 no pertenece a [0,1) que, por definicion, no contiene el
punto 1. Para resolver este problema se modifica la funcidn de la siguiente manera:

x ©x#1 }

f,(x0)= { 1/2<:>X=1
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Con esta solucién queda resuelto el problema anterior pero esta funcion
presenta ahora el problema que tanto para x =1 como para x=1/2 la funcién vale
Y. Para solucionar este problema se modifica la definicion de la siguiente manera

X ©xe€{1, 1/2} X @x%{l,l/z}
f,(x) = 1/2 =xef{ll (7
1/4 <=>X€{1/2} X/z @XE{LI/Z]

El problema ahora se traslad6 al punto x = 1/4. Para resolverlo definase la
nueva funcioén

X @XE{1.1/2,1/4}

X/, =x¢€ {1 1/2'1/4}

f3(x) =

El problema surge ahora en el punto 1/8 que corresponde a dos valores de x
que son x = 1/4 y x = 1/8. Continuando con este proceso, puede comprobarse que
la funcion biyectiva sera

X @XE{1-1/2-1/4-1/8----}

f() = lim f, (x) =
Xy exe{tl/y 1 g}

Si se define el conjunto X = {1, 1/9, 1/4'/ 1/8, w1y

X = lim X, = lim{1,1/,,1/,,1/5, .., 1/}

n—=oo

La funcion puede redefinirse de la siguiente manera

x exgX
f(x) =

X/Z =xeX

Este teorema permite demostrar facilmente que existe una funcion biyectiva
entre los pares ordenados (x,y) EN?y x€EN. Demostraremos que existe una funcion
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sobreyectiva f: N>— N. La funcion es sencilla f(x,y)=2*3". Esta funcion esta bien
definida porque dado que el teorema fundamental de la aritmética garantiza que la
descomposicion en los factores primos de un natural es Unica salvo el orden de los
factores. La funcion g se puede definir g(x)=(x,1): N— NZ. Por lo tanto existe una
funcion biyectiva entre h: N> N2,

El conjunto de gramaticas G=(Z,N,P.S) tiene la cardinalidad X,

Se demostrara que existe una funcién biyectiva entre el conjunto W de todas
las gramaticas de la forma G=(X, N,P,S) y el de los nimeros naturales N donde
G esta en la forma canoénica.

Para ello se empleara el teorema de Schroder-Bernstein-Cantor. El primer paso
sera demostrar que existe una funcion sobreyectiva f(G): ¥— N que mapea cada
gramatica G en un numero natural

Sea la funcion f definida de la siguiente manera:

f(G)=2" 3N 50

e Donde |X]| es la cantidad de simbolos del alfabeto o cantidad de terminales y

® |N] es la cantidad de simbolos no terminales y

® g esun producto de potencias de niimeros primos g=p, 7" pzrz...plNlrlNl donde
o pieseli _esimo nimero primo y

o la produccion (yj,<pj)6P es la j.esima produccion de la gramatica y

o r=293% donde a= ol v y bj= N 5% siendo ly_l v lojl la
longitud de la parte de la izquierda y de la parte de la derecha de la
j-esima produccion respectivamente.

Se demostrara que la funcion f(G) esta bien definida. Dado m=f(G) es posible
reconstruir la gramatica canodnica. La demostracion de basa en el teorema
fundamental de la aritmética por el cual la descomposicién de un niimero natural en
sus factores primos es inica. En efecto dado m de su descomposicion en sus factores
primos se pueden determinar |X|, [N| y q. Continuando con un procedimiento
analogo dado g se pueden determinar los rj=1,., |N|. Dados los valores de Ty
dado que r}.=2“i 3% se pueden determinar los valores de ay bj.
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. | v T .
Finalmente dado que a; = ﬂ&i’ll p;” ybj= ]_[1.@1J p:”/ se pueden determinar
los valores de ¥/ y o’ con lo que se reconstruye el conjunto de producciones.

La demostracion que existe una funcion sobreyectiva g que va de los naturales
al conjunto de gramaticas es sencillo ya que dado un numero natural n cualquiera
se le puede asociar la gramatica G=(X, N,P,S) donde

= {a},N= {T}, P={(Ra")} S=T.

El lenguaje generado por esta gramatica contiene una sola cadena que consiste
en n simbolos a seguidos.

Por lo tanto existen las funciones sobreyectivas f:W—N y g:N—-W y por lo
tanto debe existir de acuerdo con el teorema de Schroder-Bernstein-Cantor una
funcion biyectiva h:W<>N.

Con esto queda demostrado que la cardinalidad de W es X .

Sea nuevamente la gramatica G=(Z, N,P,S) donde

X={a, b}

N={Q}
P={(Q,aQa),(Q,b)}, 0o en el otro formato Q—aAa,Q—b

$=Q

La gramatica canonica correspondiente seria G'=(X', N',P"S") donde

=112}

N'={3}
P'={(3,131), (3,2)}
§'=3

a =23=8, b,=2'335'=270
a,=23=8, b,=2’=4

Por lo que sera

r1:283270

r2=28%3*
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El valor de q resulta

q:2 28327032834

Y finalmente
fG:22315228327032834-

Este ntimero, para esta gramatica tan sencilla, es enormemente grande y casi
imposible de poder calcular. Pero lo importante es que existe.

7. Conclusiones

De lo demostrado previamente se concluye que la cardinalidad del conjunto
de gramaticas G=(Z, N,P,S) es X  en tanto que la cardinalidad del conjunto de
gramaticas que existen sobre Z* es la de 2** que por el teorema de Cantor tiene
la cardinalidad X, del continuo. Por lo tanto existen infinitas gramaticas que no
pueden ser representadas con dicho modelo. Ello explica la gran dificultad que
existe en la representacion de lenguajes naturales por medio de modelos finitos.
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